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Feedback zur Serie



Feedback

- Pumping Lemma war mid. Heute Repetition.
- Common Mistakes:
I. Ihr zeigt fiir eine Teilmenge aller moglichen Aufteilungen, dass (i), (ii)
und (iii) nicht alle gelten. Es muss fiir alle gezeigt werden.
II. Vorsicht bei Case Distinctions Aufgabe 12.b.

- Widerspruch jeweils zu Ende fiihren.



Aufgabe 12.b

Wir zeigen per Pumping Lemma, dass die Sprache
L= {w € {a,b,c}" | wenthalt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba}

nicht reguldr ist.

rPumping Lemma

Sei L reguldr. Dann existiert eine Konstante 719 € N, so dass jedes Wort w € ¥*
mit |w| > ng in drei Teile x, y und z zerlegen ldsst, das heisst w = yxz, wobei

(©) lyx| <no
(i) [x] > 1
(iii) entweder {yx*z | k € N} C L oder {yx*z | k € N} N L = 0.




Aufgabe 12.b

Losung
Sei L regular.

Nach dem Pumping Lemma existiert eine Konstante 1y € N, so dass jedes Wort w
mit |w| > ny die Bedingung des PL erfiillt.

Sei w = (abc)"™ (bac)™. Offensichtlich gilt |w| > 1. Nach dem PL existiert eine
Zerlegung w = yxz, die (i), (ii) und (iii) erfiillt.

Da yxz die Bedingung (i) erfiillt, gilt [yx| < ny. Insbesondere folgt daraus, dass x
komplett in der ersten Halfte (i.e. (abc)™) enthalten ist.

Aus (ii) folgt weiter, dass x mindestens ein Buchstaben enthilt.



Aufgabe 12b

Case Distinction

I. Casex =c
In diesem Fall enthélt yxz = yz das Teilwort ba einmal mehr als ab.
Somit gilt in diesem Fall yx'z ¢ L.
II. Case x enthilt mindestens ein a oder b
Wir betrachten yx’z = yz. In diesem Fall bleibt die Anzahl der Teilwérter ba
gleich oder erhoht sich. Da aber die Anzahl der Teilworter ab um mindestens
1 kleiner wird, gilt yx’z ¢ L.

Da die Case Distinction alle Flle abdeckt folgt fiir die Zerlegung yx%z ¢ L. Aus
yxz € L ergibt sich somit ein Widerspruch.

Demnach ist die Annahme falsch und L nicht regulér.



Nichtdeterministische Automaten -
continued



Beispiel aus der Vorlesung

Wir betrachten folgenden NEA M = ({40,91,92}, Xbool, 9: 90, {92 })

0,1 0,1

Abbildung 1: Abb. 3.15 aus dem Buch




Berechnungsbaum

Fiir ein Wort x € (Zp001)" ist ein Berechnungsbaum By (x) niitzlich, um zu
erkennen, ob x € L(M).

(q0,10110) {ao}
(q1,0110) (0,0110) {q0, a1}
b
(g0, 110) {ao}
(40, 10) (q1,10) {00, q01}
(a1,0) (40,0) (g2,0) {90, 01,2}
- |

_(90,2) {90, a2}

Abbildung 2: Abb. 3.16 aus dem Buch



Sprache des NEA - Lemma 3.5

Wir kénnen die Sprache des NEA bestimmen.

L(M) = {XHV | X,y e (Ebool)*}

Beweisidee
Beide Inklusionen zeigen und fertig. (Siehe Buch)

Wir definieren die Klasse LNga.-

[ Lnea = {L(M) | M ist ein NEA}



Aquivalenz von NEA und EA

Beweis von Lnga = Lga per Potenzmengenkonstruktion.

Satz 3.2
Zu jedem NEA M existiert ein EA A, so dass

Beweisidee

Potenzmengenkonstruktion und dann Induktion auf der Lange von einem Input
i.e. |x|. (Siehe Buch)
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Potenzmengenkonstruktion

Sei M = (Q, 3, dm, 9o, F) ein NEA. Wir konstrurieren einen dquivalenten End-
lichen Automaten A = (Qa, 24,604,904, Fa).
() Qa ={(P) | P < Q}
(i) Xp =2
(i) q0a = ({q0})
(iv) F4={(P) |PC Qund PNF # 0}
(V) 94 : (Qa x X4) — Qu ist eine Funktion, definiert wie folgt. Fiir jedes
(Py € Qa und jedesa € 3,4 ist

6a((P),a) = <U 5M(P7ﬂ)>

peP

=({g€ Q|3 P, sodassg € om(p,a)}) .



Potenzmengenkonstruktion mit Beispiel NEA

Abbildung 3: Abb. 3.18 im Buch 12



Exponentiell mehr Zustinde - manchmal

Sei
Ly = {x1y | x € (Zbool)™s ¥ € (Zbool)¥ '}

Folgender NEA Ay mit k + 1 akzeptiert Ly.

0,1
ons BSE O
0 0 /Ov 0
Abbildung 4: Abb. 3.19 im Buch
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Exponentiell mehr Zustinde - manchmal

Lemma 3.6
Fiir alle k € N\ {0} muss jeder EA, der L; akzeptiert, mindestens 2* Zustande
haben.

Beweis

Sei By = (Qt, Spoos O Jok: Fe) ein EA mit L(By) = L.
Nach Lemma 3.3 gilt fiir x,y € (Xp007)*:

Wenn Sk(qok, xX) = 3k(q0k, y), dann gilt fiir alle z € (3pp01) ™

xz € L(Bx) <= yz € L(By)
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Exponentiell mehr Zustinde - manchmal

Die Idee des Beweises ist es, eine Menge Sy von Wortern zu finden, so dass fiir
keine zwei unterschiedlichen Worter x,y € Sy die Gleichung 5k(q0k, X) = 5k(q0k, Y)
gelten darf. Dann miisste By mindestens |Si| viele Zustinde haben.

Wir wihlen S = (Zp0) und zeigen, dass bk (qok, u) paarweise unterschiedliche
Zustédnde fur alle u € S sind.

Wir beweisen dies per Widerspruch.
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Exponentiell mehr Zustinde - manchmal

Seien x = x1xp...x, und y = y1yo... Yk fUr X, y; € Tpoer, 1 € {1, ..., k} zwei
unterschiedliche Worter aus Sy.

Nehmen wir zum Widerspruch an, dass 3k(q0k, xX) = Sk(qok, ).

Weil x # y, existiert einj € {1, ...,k}, so dass x; # y;. O.B.d.A. setzen wir x; = 1 und
y; = 0. Betrachten wir nun z = 0/~1. Dann ist

xz = x1..%_11xj01..%0 " und yz = y1..yj_1 0y 0!
und daher xz € Ly und yz ¢ L.

Dies ist ein Widerspruch! Folglich gilt 6 (qox, ) # 0k (qok, y) fiir alle paarweise
unterschiedliche x,y € Sy = (Zpo0)"-

Daher hat B mindestens |S;| = 2* viele Zustinde.



Mindestanzahl Zustande #n - Beweisschema

Die Grundidee ist es n Worter anzugeben und zu beweisen, dass jedes von diesen
n Wortern in einem eigenen Zustand enden muss.

Seien wy, ..., w, diese Worter. Dann geben wir fiir jedes Paar von Wortern w; # wj
einen Suffix z; ; an, so dass folgendes gilt:

wiz@j el <:/'5> w]‘Zi’]‘ eL
Dann folgt aus Lemma 3.3
9 (4o, wi) 7 4(qo,w;)
Es eignet sich die Suffixe als Tabelle anzugeben.

Um die Worter und Suffixe zu finden, kann es sich als niitzlich erweisen, den
Endlichen Automaten zu konstruieren.
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Mindestanzahl Zustande #n - Beweisschema

Wir nehmen zum Widerspruch an, dass es einen EA fiir L gibt mit weniger als n
Zustanden.

Betrachten wir wy, ..., w,. Per Pigeonhole-Principle existiert i < j, so dass
8(go0, wi) = 6(qo, wj)
Per Lemma 3.3 folgt daraus, dass
Vze¥X :wizel < wizel
Fiir z = z; ; gilt aber per Tabelle
wizij € L <5 wizije L (1)
fir allei < j.

Da keines der n Worter im gleichen Zustand enden kann, ergibt sich ein
Widerspruch. 18



Mindestanzahl Zustande #n - Beweisschema

Dann noch Angabe der Tabelle fiir (1)

‘ (%] Wy
w1 212 Z1,n
Wp—1 Zp—1,n

- Wenn es offensichtlich ist, muss (1) nicht bei jedem Suffix begriindet werden.
- Ein minimaler endlicher Automat ist nicht notwendig fiir den Beweis. Hilft
aber fiirs
i. Finden der w;
ii. Finden der z;;
iii. Beweis vonw;z;j € L <% wjz;; € L (Leicht tiberpriifbar)
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Klassische Aufgabe - HS19 Aufgabe 3.a

Wir betrachten die Sprache

L={x00y |x € {0,1}* undy € {0,1}}

Konstruieren Sie einen nichtdeterminstischen endlichen Automaten mit hochstens
4 Zustanden, der L akzeptiert.

0,1
0 0 0,1
ﬁA
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Klassische Aufgabe - HS19 Aufgabe 3.b

Zeigen Sie, dass jeder deterministische endliche Automat, der L akzeptiert,
mindestens 5 Zustdnde braucht.

Wir zeichnen den zugehorigen EA zuerst.

start — @



Klassische Aufgabe - HS19 Aufgabe 3.b

Nehmen wir zum Widerspruch an, dass es einen endlichen Automaten gibt, der L
akzeptiert und weniger als 4 Zustdnde hat.

Wir wihlen die Wérter B = {), 0,00, 000, 001}.

Nach dem Pigeonhole-Principle existieren zwei Worter w;, w; € B, w; # wj, so dass
3<q07 wi) = 3<q07 w])
Per Lemma 3.3 folgt daraus, dass

VzeX' :wz€l < wizclL

22



Klassische Aufgabe - HS19 Aufgabe 3.b

Wir betrachten folgende Tabelle mit Suffixen.

0 00 000 o001
A 01 1 A A

0 1 A A
00 A A
000 1

Der zeigt fiir jedes Wortpaar x,y € B, x # y die Existenz eines Suffixes z, so dass
(xzeLAyz¢ L)V (xz¢ LAyze L)

Dies kann man mit den angegebenen Suffixen und dem angegebenen EA einfach
tiberpriifen.
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Klassische Aufgabe - HS19 Aufgabe 3.b

Dies widerspricht der vorigen Aussage, dass ein Wortpaar w;, w; € B, w; # wj
existiert, so dass
VzeX :wizel <= wizel

Somit ist unsere Annahme falsch und L nicht regulér.

24



Mindestanzahl Zustinde 1 - Bemerkung

Manchmal ist es zu schwierig einen minimalen EA zu finden und es funktioniert
einfacher die Worter durch Trial and Error zu finden. (Siehe Midterm HS22)
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Turing Maschinen




Motivation und Uberblick

Formalisierung notwendig, um mathematisch tiber die automatische Unldsbarkeit
zu argumentieren.

Jede verniinftige Programmiersprache ist eine zulédssige Formalisierung.
Aber nicht geeignet (meistens komplexe Operationen).

Die Turingmaschine erlaubt ein paar elementare Operationen und besitzt
trotzdem die volle Berechnungsstirke beliebiger Programmiersprachen.

Ziel dieses Kapitels ist, dass ihr ein gewisse Gespiir dafiir bekommt, was eine
Turingmaschine kann und was nicht.

26



Turing Maschinen - Formalisierung von Algorithmen

Informell
Eine Turingmaschine besteht aus

(i) einer endlichen Kontrolle, die das Programm enthdlt,
(ii) einem unendlichen Band, das als Eingabeband, aber auch als Speicher
(Arbeitsband) zur Verfiigung steht, und
(iif) einem Lese-/Schreibkopf, der sich in beiden Richtungen auf dem Band
bewegen kann.

Fiir formale Beschreibung siehe Buch.
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Turing Maschinen - Formalisierung von Algorithmen

0 1 2 3 i—1 @ i+1 n n+ln+2
‘ ¢|561‘E2|13‘ -Tz—1|Iz -771+l| Tn | L ‘u |
unendliches Band - Lese- /Schreibkopf
endliche
Kontrolle
(Programm)

Abbildung 5: Abb. 4.1 vom Buch
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Turing Maschinen - Formalisierung von Algorithmen

[ Elementare Operation einer TM - Informell

Input
- Zustand der Maschine (der Kontrolle)
- Symbol auf dem Feld unter dem Lese-/Schreibkopf
Aktion
(i) dndert Zustand
(ii) schreibt auf das Feld unter dem Lese-/Schreibkopf

(iif) bewegt den Lese-/Schreibkopf nach links, rechts oder gar nicht. Ausser
wenn ¢, dann ist links nicht moglich.
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Turing Maschinen - Formalisierung von Algorithmen

Eine Konfiguration C von M ist ein Element aus

Konf(M) = {¢}-T*-Q-TTuQ- {¢} - T*

- Eine Konfiguration ¢w;gaw, mit wy,w, € I'*,a € ' und g € Q sagt uns:
M im Zustand g, Inhalt des Bandes ¢wqaw;........, Kopf an Position |w;| + 1
und liest gerade a.

- Eine Konfiguration p¢w mit p € Q, w € I'*: Inhalt des Bandes ¢w......,
Zustand p und Kopf an Position 0.

Bmk: Im Buch haben sie in der Definition von Konf I't anstatt I'* an ”letzter
Stelle”.
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Turing Maschinen - Formalisierung von Algorithmen

Es gibt wieder eine Schrittrelation Iﬁg Konf(M) x Konf(M).

@CT1T2 T QT T [ T T PYT it - T [l [] eleleal - [eme] el el el
A falls 8(@, z;) = (p.y. N) & =
13

@¢I1I2 e T 1GTT i1 - T [ TIT2 w0 e T 2P 1YLl - T, —
A CIEAEA]
falls o(g, ;) = (p,y, L)

: b‘"“?l’“"l" - [e]ma[me]- < Jries Jrewe ][] -

L
@éml-’l‘z Ce e T 1GTT i) - T [ TLED - T 1YPT 41 - - - Ty (el - [k:-.\xﬂ)ﬁ.u{m(.. :
falls 6(g, =) = (p.y.R) firi<n T _M"‘["‘“" [ beiw]- - P -
= a
®¢a;11'2 e Tp—1@Tn 77 T1T2 e Tp=1YPL -
Jalls 5(a, ) = @,y R) (Abbildung 4..\u)). e [T T
cal T &

Abbildung 6: Diagramm von Adeline
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Turing Maschinen - Formalisierung von Algorithmen

Berechnung von M, Berechnung von M auf einer Eingabe x etc. durch lﬁ
definiert.

-
Die Berechnung von M auf x heisst

- akzeptierend, falls sie in einer akzeptierenden Konfiguration w1qacceptw2
endet (wobei ¢ in w; enthalten ist).

- verwerfend, wenn sie in in einer verwerfenden Konfiguration w1 grejectw>
endet.

- nicht-akzeptierend, wenn sie entweder eine verwerfende oder unendli-
che Berechnung ist.
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Turing Maschinen - Formalisierung von Algorithmen

Die von der Turingmaschine M akzeptierte Sprache ist

L(M) = {w € " | go¢w lﬁ YacceptZ, flr irgendwelche y,z € I'*}

33



Wichtige Klassen

Reguldre Sprachen
LEA = {L(A) | A ist ein EA} = LNEA

[ Rekursiv aufzihlbare Sprachen
Eien Sprache L C ¥* heisst rekursiv aufzahlbar, falls eine TM M existiert, so
dass L = L(M).
Lrg = {L(M) | M ist eine TM}

ist die Klasse aller rekursiv aufziahlbaren Sprachen.
w
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Wichtige Klassen

Halten
Wir sagen das M immer hilt, wenn fiir alle Eingaben x € ¥*

(i) go¢x Iﬁ YqacceptZ, ¥,z € I'*, falls x € L und
(ii) go¢x lﬁ UfrejectV, U, v € T, falls x ¢ L.

[ Rekusive Sprachen

Eine Sprache L C ¥* heisst rekursiv (entscheidbar), falls L = L(M) fiir eine
TM M, die immer hilt.

Lr = {L(M) | M ist eine TM, die immer halt}

ist die Klasse der rekursiven (algorithmisch erkennbaren) Sprachen.
.
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Mehrband-Turingmaschine

[ Mehrband-TM - Informelle Beschreibung

Fiir k € N\ {0} hat eine k-Band Turingmaschine

- eine endliche Kontrolle

- ein endliches Band mit einem Lesekopf (Eingabeband)

- k Arbeitsbander, jedes mit eigenem Lese-/Schreibkopf (nach rechts un-
endlich)

L

Insbesondere gilt 1-Band TM # “normale” TM
Am Anfang der Berechnung einer MTM M auf w

- Arbeitsbander “leer” und die k Lese-/Schreibkopfe auf Position 0.
- Inhalt des Eingabebands ¢w$ und Lesekopf auf Position 0.
- Endliche Kontrolle im Zustand qo. 36



Aquivalenz von Maschinen (TM, MTM)

-
Seien A und B zwei Maschinen mit gleichem .

Wir sagen, dass A dquivalent zu B ist, wenn fiir jede Eingabe x € ¥*
(i) A akzeptiertx <= B akzeptiert x
(ii) A verwirftx <= B verwirft x

(iii) A arbeitet unendlich lange auf x <= B arbeitet unendlich lange auf x
&

Wir haben

A und B dquivalent = L(A) = L(B)
aber

L(A) = L(B) =5 A und B 4dquivalent

da A auf x unendlich lange arbeiten konnte, wahrend B x verwirft. 37



Aquivalenz von 1-Band TM zu TM

Lemma 4.1

Zu jeder TM A existiert eine zu A dquivalente 1-Band-TM B

Beweisidee B kopiert die Eingabe zuerst aufs Arbeitsband und simuliert dann A.
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Aquivalenz von TM zu k-Band-TM

Lemma 4.2

Zu jeder Mehrband-TM A existiert eine zu A dquivalente TM B

Beweis postponed
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Aquivalenz Folgerung

Aus Lemma 4.1 und 4.2 folgt direkt

Satz 4.1

Die  Maschinenmodelle von  Turingmaschinen und  Mehrband-
Turingmaschinen sind dquivalent.

Note:

” Aquivalenz” fiir Maschinenmodelle wird in Definition 4.2 definiert.
Maschinenmodelle sind Klassen von Maschinen (i.e. Mengen von Maschinen
mit gewissen Eigenschaften).
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Midterm Prep




	Feedback zur Serie
	Nichtdeterministische Automaten - continued
	Mindestanzahl Zustände

	Turing Maschinen
	Midterm Prep

